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Ovaj rad bavi se centrima trokuta, tj. karakteristicˇnim tocˇkama trokuta, od kojih su
neki sasvim klasicˇni, neki su relativno poznati, dok su neki prilicˇno nepoznati.
Pocˇetak rada, tj. prvo poglavlje, posvec´en je definiranju osnovnih pojmova i
navodenju svojstava baricentricˇkih koordinata tocˇaka trokuta, o kojima se govori kroz
cijeli ovaj diplomski rad. Sve tocˇke, odosno centri trokuta, birani su iz enciklopedije
ETC [2], u kojoj su dosad navedene baricentricˇke koordinate za 10 682 razlicˇite tocˇke
trokuta. Zanimljiva je cˇinjenica da, uz unutarnje tocˇke trokuta, baricentricˇke koordi-
nate mozˇemo pridruzˇiti i tocˇkama izvan njega, kao i onima na njegovim stranicama.
Koristec´i brojna svojstva trokuta, u radu se prikazuju baricentricˇke koordinate
dvadeset centara trokuta, pri cˇemu se u drugom poglavlju polazi od cˇetiri klasicˇne
karakteristicˇne tocˇke trokuta: srediˇsta trokutu opisane i upisane kruzˇnice, tezˇiˇsta i
ortocentra trokuta.
Nadalje, u trec´em poglavlju se racˇunaju baricentricˇke koordinate josˇ nekih pozna-
tih centara trokuta, kao sˇto su primjerice Gergonneova tocˇka i srediˇste kruzˇnice devet
tocˇaka. U tom dijelu se, pri dokazivanju, primjenjuju poznati Cevain i Van Aubelov
teorem uz brojne ilustracije za laksˇe prac´enje.
Posljednji dio diplomskog rada, tj. cˇetvrto poglavlje, posvec´en je centrima trokuta
koji se mogu jednostavno izraziti pomoc´u klasicˇnih karakteristicˇnih tocˇaka trokuta.
Sredivanje kompliciranih simbolicˇkih izraza provodi se koriˇstenjem racˇunala, tj. pro-
gramskog paketa Mathematica [1], a njihove se koordinate zapisuju pomoc´u duljina
stranica a, b, c.





1.1 Definicija i svojstva baricentricˇkih koordinata
Neka je u ravnini fiksiran trokut ABC. Baricentricˇke koordinate odreduju polozˇaj
proizvoljne tocˇke P u toj ravnini, ali relativno, obzirom na spomenuti trokut. Pret-
postavimo da je u toj ravnini odabran koordinatni sustav s ishodiˇstem O. Radijus
vektor bilo koje tocˇke P c´emo kratko pisati −→rP , tj. −→rP = −→OP .
Definicija 1.1.1. Kazˇemo da tocˇka P u ravnini trokuta ABC ima baricentricˇke
koordinate u : v : w ako vrijedi u, v, w ∈ R, u+ v + w 6= 0 te
−→rP = u
−→rA + v−→rB + w−→rC
u+ v + w
. (1.1)
Primijetimo da je posljednja vektorska jednakost ekvivalentna s dvije skalarne je-
dnakosti dobivene izjednacˇavanjem koeficijenata vektora uz cˇlanove standardne baze:
xP =
uxA + vxB + wxC
u+ v + w
,
yP =
uyA + vyB + wyC
u+ v + w
,
pri cˇemu (xP , yP ) oznacˇavaju Kartezijeve koordinate tocˇke P obzirom na odabrani
koordinatni sustav.
Primijetimo i da baricentricˇke koordinate nisu sasvim jedinstvene: ukoliko su
u : v : w baricentricˇke koordinate tocˇke P , tada su to i λu : λv : λw za bilo koji
λ 6= 0. Premda bismo mogli normalizirati tako da zahtijevamo u + v + w = 1, mi to
ne cˇinimo kako bismo zadrzˇali vec´u fleksibilnost.
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Teorem 1.1.2. Baricentricˇke koordinate uvijek postoje, ne ovise o izboru koordina-
tnog sustava i jedinstvene su do na izbor skalarnog viˇsekratnika.
Dokaz. Definicijsku jednakost (1.1) mozˇemo ekvivalentno zapisati
−→rP −−→rC = u
u+ v + w
(−→rA −−→rC) + v









u+ v + w
−−→
CB.





CB su linearno nezavisni pa se svaki ravninski vektor mozˇe jed-
noznacˇno zapisati kao njihova linearna kombinacija. Posebno postoje jedinstveni






Usporedivanjem koeficijenata vidimo da su u : v : w baricentricˇke koordinate tocˇke
P ako i samo ako vrijedi
u
u+ v + w
= α,
v
u+ v + w
= β,
tj. ekvivalentno {
(α− 1)u+ αv + αw = 0,
βu+ (β − 1)v + βw = 0.
Direktnim uvrsˇtavanjem vidimo da je (u, v, w) = (λα, λβ, λ(1− α − β)) rjesˇenje tog
sustava linearnih jednadzˇbi za svaki λ ∈ R. Kako je tada u + v + w = λ, vidimo
da za svaki λ 6= 0 dobijemo baricentricˇke koordinate tocˇke P , cˇime smo pokazali
egzistenciju. Primijetimo da matrica prethodnog sustava linearnih jednadzˇbi ima rang
2: [
α− 1 α α












Kako je rijecˇ o homogenom sustavu, zakljucˇujemo da su (u, v, w) = λ(α, β, 1 − α −
β), λ ∈ R zapravo sva rjesˇenja. Odavde slijedi zˇeljena jedinstvenost baricentricˇkih
koordinata do na skalarni viˇsekratnik λ, tj.
u : v : w = α : β : 1− α− β.
Ubuduc´e c´emo sa P oznacˇavati funkciju povrsˇine likova u ravnini.
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Slika 1.1: Trokut iz dokaza teorema 1.1.3.
Teorem 1.1.3. Ukoliko se tocˇka P nalazi unutar trokuta ABC, tada su njene bari-
centricˇke koordinate u : v : w dane sa P(PBC) : P(PCA) : P(PAB).
Dokaz. Primijetimo da je P(PBC) + P(PCA) + P(PAB) = P(ABC). Iz dokaza











Neka pravac CP sijecˇe stranicu AB u tocˇki D. Kako trokuti PCA i DCA imaju
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Krenimo od vektora
−→





















































































sˇto je upravo zˇeljena jednakost (1.2).
Napomenimo kako formula iz teorema 1.1.3 ostaje vrijediti i za tocˇke P izvan tro-
kuta ABC ako navedene trokute shvatimo kao orijentirane tako da im povrsˇine mogu
biti i negativne. Ista napomena vrijedi i za tocˇke na samom rubu trokuta ABC, kada
neki od trokuta PBC, PCA, PAB postaju degenerirani pa im je povrsˇina jednaka
0.
Primjeri baricentricˇkih koordinata uz normalizaciju u+ v+w = 1 prikazani su na
slici 1.2. Na toj slici je svaka od stranica podijeljena na cˇetiri jednaka dijela te su svi
ucrtani pravci paralelni s nekom od stranica.
Primjeri baricentricˇkih koordinata bez normalizacije mogu se nac´i na slici 1.3. Na-
prosto smo baricentricˇke koordinate s prethodne slike pomnozˇili njihovim zajednicˇkim
nazivnikom kako bismo dobili cjelobrojne vrijednosti, sˇto je mnogo preglednije.
1.2 Definicija centra trokuta i enciklopedija ETC
U nastavku rada spominjat c´emo razne istaknute tocˇke trokuta za koje c´emo racˇunati
baricentricˇke koordinate. Napomenimo da postoje i alternativne koordinate, tzv. tri-
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Slika 1.2: Primjeri baricentricˇkih koordinata uz normalizaciju.
Slika 1.3: Primjeri baricentricˇkih koordinata bez normalizacije.
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linearne koordinate x : y : z, koje se pretvaraju u baricentricˇke u : v : w po formuli
u : v : w = ax : by : cz,
tj.










Mozˇe se pokazati da se x, y, z zapravo odnose kao orijentirane udaljenosti tocˇke od
stranica trokuta, no nama to nec´e biti vazˇno jer c´emo uvijek preferirati baricentricˇke
koordinate.
Prirodno se postavlja pitanje koje svojstvo zahtijevati da bi tocˇka bila na neki
nacˇin istaknuta, tj. zanimljiva. U vezi toga definira se centar trokuta ili karakteristicˇna
tocˇka trokuta kao tocˇka cˇije su baricentricˇke koordinate dane s
f(a, b, c) : f(b, c, a) : f(c, a, b),
pri cˇemu su a, b, c duljine stranica trokuta, a f : R3 → R je funkcija koja zadovoljava:
• f(a, b, c) = f(a, c, b),
• f(λa, λb, λc) = f(a, b, c),
za neki n ∈ R i za svake a, b, c > 0 koji cˇine duljine stranica nekog trokuta.
Enciklopedija ETC [2] sistematizira dosad poznate centre trokuta i daje formule za
njihove trilinearne, odnosno baricentricˇke koordinate te navodi (najcˇesˇc´e bez dokaza,
ali s referencama) njihova brojna svojstva.
U vrijeme pisanja ovog rada ona sadrzˇi 10682 centra, medu kojima vec´ina nema
ime, vec´ samo redni broj. Korisnost enciklopedije lezˇi u cˇinjenici da ona cˇak omoguc´ava
i numericˇko pretrazˇivanje svojih tocˇaka. Ukoliko zˇelimo identificirati tocˇku trokuta s
nekim vazˇnim svojstvom, dovoljno je na desetak decimala izracˇunati njene trilinearne
koordinate za specijalni trokut s duljinama stranica 6, 9 i 13.
Poglavlje 2
Klasicˇni centri trokuta
U nastavku racˇunamo baricentricˇke koordinate za 4 klasicˇne karakteristicˇne tocˇke
trokuta:
X(1) srediˇste upisane kruzˇnice a : b : c,
X(2) tezˇiˇste 1 : 1 : 1,
X(3) srediˇste opisane kruzˇnice sin 2α : sin 2β : sin 2γ,
X(4) ortocentar tgα : tg β : tg γ.
2.1 Srediˇste trokutu upisane kruzˇnice: X(1) = O
Neka je u ravnini dan trokut ABC. Oznacˇimo s O srediˇste njemu upisane kruzˇnice,
a s r njen radijus. Neka su Na, Nb i Nc nozˇiˇsta okomica iz srediˇsta kruzˇnice redom na
stranice trokuta BC, CA i AB, cˇije duljine oznacˇavamo a, b i c (pogledati sliku 2.1).
Slika 2.1: Srediˇste trokutu upisane kruzˇnice.
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Promotrimo trokut BCO. Primjenjujuc´i formulu za povrsˇinu trokuta dobivamo




|BC| · |ONa| = 1
2
ar.











|AB| · |ONc| = 1
2
cr.
Nadalje primjenjujuc´i teorem 1.1.3 slijedi da su baricentricˇne koordinate srediˇsta









cr = a : b : c.
2.2 Tezˇiˇste trokuta: X(2) = T
Definicija 2.2.1. Neka je u ravnini dan trokut ABC te neka su D,E i F redom
poloviˇsta stranica BC,AC i AB trokuta. Spojnicu nekog vrha trokuta s poloviˇstem
nasuprotne stranice nazivamo tezˇiˇsnicom tog trokuta. Dakle, postoje tri tezˇiˇsnice tro-
kuta ABC koje se sijeku u jednoj tocˇki T , koju nazivamo tezˇiˇstem trokuta.
Vrijedi sljedec´i teorem:
Teorem 2.2.2. Tezˇiˇste T dijeli svaku tezˇiˇsnicu trokuta u omjeru 2 : 1 racˇunajuc´i od
vrha, tj. vrijedi
|AT | : |TD| = |BT | : |TE| = |CT | : |TF | = 2 : 1.
Dokaz. Vrhom A konstruiramo paralelu sa stranicom BC (kao na slici 2.2). Pravci
na kojima lezˇe tezˇiˇsnice BE i CF sijeku tu paralelu u tocˇkama M i N .
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Slika 2.2: Tezˇiˇste trokuta.








|BC| = 1 + 1 = 2.
Analogno se pokazuje za preostale dvije tezˇiˇsnice.
Nadalje, nozˇiˇste okomice iz vrha A na stranicu BC oznacˇimo s NA, a nozˇiˇste
okomice iz tezˇiˇsta T na stranicu BC oznacˇimo s NT (kao na slici 2.3).
Slika 2.3: Tezˇiˇste trokuta i nozˇiˇsta okomica.
Trokuti ANAD i TNTD su slicˇni po K-K poucˇku o slicˇnosti trokuta (imaju jedan
zajednicˇki kut ^NADA = ^NTDT , te su jednaki kutovi ^NAAD i ^NTTD uz
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a · |ANA| = P
3
,
pri cˇemu P oznacˇava povrsˇinu cijelog trokuta ABC.
Analogno se pokazuje P(TCA) = P
3
i P(TAB) = P
3
. Prema tome, primjenjujuc´i









= 1 : 1 : 1.
2.3 Srediˇste trokutu opisane kruzˇnice: X(3) = S
Definicija 2.3.1. Kruzˇnicu koja prolazi vrhovima trokuta ABC zovemo opisanom
kruzˇnicom trokuta.
Neka su a, b, c duljine stranica trokuta ABC i α, β, γ redom velicˇine kutova
nasuprot stranicama, a R polumjer trokutu opisane kruzˇnice. Vrijedi sljedec´i poucˇak
o sinusima.
Teorem 2.3.2. U svakom se trokutu duljine stranica odnose kao sinusi tim strani-











Dokaz. Neka je promatrani trokut sˇiljastokutan (pogledati sliku 2.4) te neka je D
nozˇiˇste visine iz vrha C na suprotnu stranicu trokuta.
Uocˇimo dva pravokutna trokuta ADC i BDC koji imaju zajednicˇku stranicu CD,











Nadalje, izrazimo duljinu visine v iz izraza (2.1) i (2.2):
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Slika 2.4: Sˇiljastokutan trokut ABC.
v = sinα · b, (2.3)
v = sin β · a. (2.4)
Izjednacˇavanjem izraza (2.3) i (2.4) za visinu trokuta ABC slijedi:
sinα · b = a · sin β. (2.5)
Obzirom da je 0◦ < α < 180◦, vrijedi sinα > 0 pa dijeljenjem izraza (2.5) sa sinα
slijedi:
b =
a · sin β
sinα
, (2.6)







Na analogan nacˇin, promatrajuc´i pravokutne trokute odredene preostalim visi-










U slucˇaju da je trokut ABC tupokutan s tupin kutom ^ABC, tada je prema slici
2.5 visina v izrazˇena iz pravokutnog trokuta CDB jednaka
v = a · sin(180◦ − β),
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Slika 2.5: Tupokutan trokut ABC.
no, kako je sin(180◦ − β) = sin β, opet dobivamo (2.6).
Promatrajuc´i sljedec´u sliku 2.6 vidimo da je |BA1| = 2R i kut BA1C = BAC = α
(obodni kutovi nad istim lukom), odakle odmah slijedi |BC| = |BA1| sinα, tj. a =










Slika 2.6: Obodni kutovi nad istim lukom.
Na kraju prethodnog dokaza koristili smo neke tvrdnje o obodnom kutu koje c´emo
trebati i u nastavku.
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Definicija 2.3.3. Neka su dane tri razlicˇite tocˇke A, B, C na kruzˇnici k. S te tri tocˇke
je definiran konveksni kut ^BAC. Sa B̂C oznacˇimo onaj luk kruzˇnice k s krajnjim
tocˇkama B i C koji lezˇi unutar kuta ^BAC (pogledati sliku 2.7). Kut ^BAC zovemo
obodnim kutom nad lukom B̂C. Kut ^BSC sa vrhom u srediˇstu S kruzˇnice k zovemo
srediˇsnjim kutom nad lukom B̂C.
Slika 2.7: Srediˇsnji i obodni kut.
Teorem 2.3.4. Srediˇsnji kut ^BSC je dvostruko vec´i od obodnog kuta ^BAC nad
istim lukom B̂C kruzˇnice k, tj.
^BSC = 2 · ^BAC.
Neka je u ravnini dan trokut ABC kojemu je opisana kruzˇnica polumjera R sa
srediˇstem S (pogledati sliku 2.8). Tada je |AS| = |BS| = |CS| = R.
Kako je |BS| = |CS| = R, trokut BSC je jednakokracˇan te je prema teoremu
2.3.4 srediˇsnji kut ^BSC = 2α. Neka je SA nozˇiˇste okomice iz vrha S trokuta BSC.
Duzˇina SSA je takoder i simetrala kuta ^BSC kao i simetrala stranice BC trokuta
BSC te dijeli trokut BSC na dva pravokutna trokuta. Vrijedi |SSA| = R cosα, pa
je povrsˇina trokuta BSC jednaka P(BSC) = 1
2
a · |SSA| = 12a ·R cosα. Primjenjujuc´i




a ·R cosα = 1
2
· 2R sinα ·R cosα = 1
2
R2 sin 2α.
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Slika 2.8: Trokut i njemu opisana kruzˇnica.
Nadalje, primjenjujuc´i teorem 1.1.3 slijedi da su baricentricˇke koordinate srediˇsta
trokutu opisane kruzˇnice dane s:
1
2
R2 sin 2α :
1
2
R2 sin 2β :
1
2
R2 sin 2γ = sin 2α : sin 2β : sin 2γ.
U gornjem izvodu smo implicitno pretpostavljali da je trokut ABC sˇiljastokutan. Ako
je trokut pravokutan ili tupokutan, iste formule ostaju vrijediti. Npr. ako je α > 90◦,
tada bismo povrsˇinu trokuta BCS trebali uzeti s negativnim predznakom, ali je takav
i izraz sin 2α.
2.4 Ortocentar: X(4) = H
Definicija 2.4.1. Okomice spusˇtene iz vrhova trokuta ABC na suprotne stranice
zovemo visinama trokuta ABC. Oznacˇimo nozˇiˇste visine iz vrha A s Na, iz vrha B s
Nb i iz vrha C s Nc. Sjeciˇsta visina ANa, BNb i CNc zovemo ortocentrom trokuta i
uobicˇajeno oznacˇavamo slovom H.
Izrazimo duljinu duzˇine HNA promatrajuc´i prvo trokut HBNA, a nakon toga
ABNA na slici 2.9. Vrijedi
|HNA| = |BNA| tg 90◦ − γ = c · cos β ctg γ = 2R sin γ cos β cos γ
sin γ
= 2R cos β cos γ.
(2.7)
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Slika 2.9: Ortocentar trokuta.




a · 2R cos β cos γ = 2R sinα cos β cos γ. (2.8)
Kako sinα mozˇemo zapisati kao cosα tgα slijedi da je povrsˇina trokuta HBC jedna-
ka P(HBC) = 2R cosα cos β cos γ tgα.
Na analogan nacˇin se dobivaju povrsˇine za preostala dva trokuta HCA i HAB:
P(HCA) = 2R cosα cos β cos γ tg β, te P(HAB) = 2R cosα cos β cos γ tg γ.
Primjenjujuc´i teorem 1.1.3 slijedi da su baricentricˇke koordinate ortocentra trokuta
dane sa
tgα : tg β : tg γ.
Poglavlje 3
Josˇ neki poznati centri trokuta
3.1 Gergonneova tocˇka: X(7) = G
Sljedec´i teorem c´e nam trebati viˇse puta u ostatku rada. Njegov dokaz mozˇe se nac´i
u [3].
Teorem 3.1.1. [Cevain teorem] Neka tocˇke A1, B1, C1 lezˇe na stranicama BC, AC,
AB danog trokuta ABC. Nuzˇan i dovoljan uvjet da se pravci AA1, BB1, CC1 sijeku






|C1B| = 1. (3.1)
Teorem 3.1.2. Pravci koji spajaju vrhove A, B, C danog trokuta ABC s diraliˇstima
Da, Db, Dc upisane kruzˇnice sa suprotnim stranicama, sijeku se u tocˇki koju zovemo
Gergonneovom tocˇkom (slika 3.1).
Dokaz. Primjenjujuc´i svojstvo tangente konstruirane na kruzˇnicu iz neke tocˇke izvan
kruzˇnice, vrijedi |ADc| = |ADb| =: x, |BDc| = |BDa| =: y, |CDa| = |CDb| =: z.
Uocˇimo da vrijedi sljedec´e: 
x+ y = c,
y + z = a,
z + x = b.




= s− a, y = c+ a− b
2
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Slika 3.1: Gergonneova tocˇka.
gdje je s = a+b+c
2



















s− a = 1. (3.2)
Dakle, spomenuti pravci se doista sijeku u jednoj tocˇki.
Teorem 3.1.3. [Van Aubelov teorem] Neka je dan trokut ABC i bilo koja trojka








Dokaz. Vrhom A konstruiramo paralelu sa stranicom BC (kao na slici 3.3). Pravci
BB1 i CC1 sijeku tu paralelu u tocˇkama M i N .
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Slika 3.2: Van Aubelov teorem.
Slika 3.3: Van Aubelov teorem - dokaz.









a obzirom da su trokuti 4AMC1 i 4BCC1 slicˇni, razlomak |MA||BC| mozˇemo zapisati
kao |MA||BC| =
|AC1|
|C1B| . Takoder, iz slicˇnosti trokuta 4NAB1 i 4BCB1 razlomak
|AN |
|BC|
zapisujemo kao |AN ||BC| =
|AB1|
|B1C| . Uvrsˇtavajuc´i dobivene izraze u jednakost 3.4, dobivamo
(3.3), sˇto smo i htjeli dokazati.






|RA1| − 1. (3.5)
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Oznacˇimo nozˇiˇste okomice iz vrha A na stranicu BC s NA, a nozˇiˇste okomice iz tocˇke
R na stranicu BC s NR (kao na slici 3.4).
Slika 3.4: Slicˇnost trokuta.




|RNR| , cˇijim uvrsˇtavanjem dobivamo
|AA1|
|RA1| − 1 =
|ANA|
|RNR| − 1. (3.6)
Duzˇina ANA je visina trokuta4ABC, a duzˇina RNR visina trokuta4RBC. Obzirom
da se visine trokuta sa zajednicˇkom osnovicom odnose kao njihove povrsˇine, slijedi
|ANA|
|RNR| − 1 =
P(4ABC)




ako je u + v + w = 1. Naime, primjenjujuc´i teorem 1.1.3 baricentricˇke koordinate
tocˇke R su dane s
u : v : w = P(RBC) : P(RCA) : P(RAB). (3.8)




, odnosno u = P(RBC)
P(ABC)
ako je u + v + w = 1.
Analogno je v = P(RCA)
P(ABC)
i w = P(RAB)
P(ABC)
ako je u+ v + w = 1.
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Prema tome, baricentricˇke koordinate Gergoneove tocˇke su dane s
















Promotrimo trokut 4ADcO na slici 3.5.
Slika 3.5: Sukladnost trokuta.
Vec´ smo ranije zakljucˇili da je |ADc| = |ADb| i oznacˇili s x. Kako su Dc i Db di-
raliˇsta stranica trokuta s upisanom kruzˇnicom, pri cˇemu je r polumjer trokutu upisane
kruzˇnice, a O njeno srediˇste, vrijedi |DcO| = |DbO| = r i ^ADcO = ^ADbO = 90◦.
Po S-K-S poucˇku o sukladnosti trokuta, zakljucˇujemo da je 4ADcO ∼= 4ADbO iz
cˇega slijedi ^DcAO = ^DbAO = α2 . Primjenjujuc´i trigonometriju pravokutnog tro-
kuta 4ADcO dobivamo da je x = r ctg α2 pa je onda 1x = 1r tg α2 . Na analogan nacˇin













Prema tome, baricentricˇke koordinate Gergonneove tocˇke su
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3.2 Nagelova tocˇka: X(8)
Teorem 3.2.1. Neka je dan trokut ABC te neka je Ea diraliˇste trokutu pripisane
kruzˇnice sa stranicom BC, Eb diraliˇste trokutu pripisane kruzˇnice sa stranicom AC i
Ec diraliˇste trokutu pripisane kruzˇnice sa stranicom AB. Spojnice AEa, BEb i CEc
sijeku se u jednoj tocˇki koju nazivamo Nagelovom tocˇkom.
Dokaz. Dokazˇimo da se navedeni pravci sijeku u jednoj tocˇki. Promatrajuc´i sliku 3.6
uocˇimo da su pravci BEa i BM tangente na pripisanu kruzˇnicu iz tocˇke B, pri cˇemu
je tocˇka M diraliˇste trokutu pripisane kruzˇnice s pravcom AB. Prema tome vrijedi
|BEa| = |BM |. Osim toga |AM | = |AN | te |AM |+ |AN | = |AB|+ |BEa|+ |EaC|+
|AC| = 2s pa je |AM | = |AN | = s, |BEa| = s− c i |CEa| = s− b. Na analogan nacˇin
vrijedi da je |CEb| = s− a, |AEb| = s− c, |AEc| = s− b, |BEc| = s− a.
Slika 3.6: Nagelova tocˇka.












s− a = 1.
zakljucˇujemo da se navedeni pravci sijeku u jednoj tocˇki.
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ako je u+ v + w = 1, pri cˇemu su u : v : w baricentricˇke koordinate tocˇke R (koja je
sjeciˇste bilo koje trojke Cevainih pravaca). Prema tome je
1
u












te konacˇno u = s−a
s
. Na analogan nacˇin dobivamo v = s−b
s
te w = s−c
s
.
Prema tome, baricentricˇke koordinate Nagelove tocˇke su
u : v : w = (s− a) : (s− b) : (s− c).
Promatrajuc´i trokut ADcO na slici 3.5 te dokaz pri racˇunanju baricentricˇkih koor-
dinata Gergonneove tocˇke, zakljucˇujuemo da su baricentricˇke koordinate Nagelove
tocˇke










3.3 Lemoineova tocˇka: X(6)
Definicija 3.3.1. Simedijana je osnosimetricˇna slika tezˇiˇsnice obzirom na simetralu
kuta (slika 3.7).
Teorem 3.3.2. Simedijane se sijeku u jednoj tocˇki, koju nazivamo Lemoineovom
tocˇkom.







|C ′′B| = 1. (3.11)








|AB| · |AA′′| sin^BAA′′
1
2








Na analogan nacˇin dobivamo













sin^BCC ′′ . (3.13)


































|C ′A| = 1 · 1 · 1 = 1.
Dakle, navedeni se pravci sijeku u jednoj tocˇki.




ako je u+ v + w = 1, pri cˇemu su u : v : w baricentricˇke koordinate tocˇke R (koja je
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sjeciˇste bilo koje trojke Cevainih pravaca). Prema tome je
1
u













|CA| · |CC ′′| sin^ACC ′′
1
2
|CB| · |CC ′′| sin^BCC ′′ +
1
2
|BA| · |BB′′| sin^ABB′′
1
2
|BC| · |BB′′| sin^CBB′′
=
b sin^BCC ′
a sin^ACC ′ +
c sin^CBB′
a sin^ABB′ .




























































Analogno dobivamo v = b
2
a2+b2+c2
i w = c
2
a2+b2+c2
. Dakle, baricentricˇke koordinate
Lemoineove tocˇke su
u : v : w =
a2
a2 + b2 + c2
:
b2
a2 + b2 + c2
:
c2
a2 + b2 + c2
= a2 : b2 : c2. (3.14)
3.4 Srediˇste kruzˇnice devet tocˇaka: X(5) = O9
Definicija 3.4.1. Neka je u ravnini dan trokut ABC. Neka su NA, NB, i NC nozˇiˇsta
visina, A′, B′ i C ′ poloviˇsta stranica te P , Q i R redom poloviˇsta duzˇina HA, HB,
HC gdje je H ortocentar trokuta. Navedenih devet tocˇaka lezˇi na jednoj kruzˇnici koju
nazivamo kruzˇnicom devet tocˇaka (slika 3.8).
Dokaz konciklicˇnosti navedenih 9 tocˇaka mozˇe se nac´i u [3].
Teorem 3.4.2. Srediˇste kruzˇnice devet tocˇaka O9 je poloviˇste duzˇine HS, gdje je H
ortocentar, a S srediˇste opisane kruzˇnice danog trokuta 4ABC.
Dokaz. Promotrimo sliku 3.8. Uocˇimo da homotetija sa srediˇstem H i koeficijentom
1
2
preslikava tocˇke A 7−→ P , B 7−→ Q i C 7−→ R. Dakle, opisana kruzˇnica trokutu
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Slika 3.8: Kruzˇnica devet tocˇaka.
4ABC tom se homotetijom preslikava u kruzˇnicu devet tocˇaka, pa se i srediˇste tro-
kutu opisane kruzˇnice O preslikava u srediˇste kruzˇnice devet tocˇaka O9. Prema tome,
slijedi da je |HO9| = 12 |HS|, tj. srediˇste kruzˇnice devet tocˇaka O9 je poloviˇste duzˇine
HS.
Prilikom racˇunanja baricentricˇkih koordinata ortocentra H trokuta dobili smo da
je |HNA| = 2R cos β cos γ, a pri racˇunanju baricentricˇkih koordinata srediˇsta trokutu
opisane kruzˇnice S dobili smo da je |SMA| = R cosα, pri cˇemu je MA nozˇiˇste okomice
iz srediˇsta trokutu opisane kruzˇnice na stranicu a. Oznacˇimo s OA nozˇiˇste okomice iz
srediˇsta kruzˇnice devet tocˇaka na stranicu a (slika 3.9).







R(2 cos β cos γ + cosα).
Obzirom da je α = 180◦−β− γ i cos(180◦− (β+ γ)) = − cos(β+ γ) te primjenjujuc´i
adicijsku formulu za kosinus slijedi
|O9OA| = = 1
2












R cos(β − γ).
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Slika 3.9: Nozˇiˇsta okomica.






Ra cos(β − γ). (3.15)
Analogno slijedi P(CAO9) =
1
4
Rb cos(γ − α) te P(BCO9) = 14Rc cos(α− β).
Dakle, srediˇste kruzˇnice devet tocˇaka ima sljedec´e baricentricˇke koordinate
a cos(β − γ) : b cos(γ − α) : c cos(α− β).
Poglavlje 4
Neki izvedeni centri trokuta
4.1 Formula za baricentricˇke koordinate izvedene
tocˇke
Neka tocˇke X(i) s baricentricˇkim koordinatama ui : vi : wi i X(j) s baricentricˇkim
koordinatama uj : vj : wj odreduju duzˇinu X(i)X(j). Pretpostavimo da tocˇka X(k)
dijeli duzˇinu X(i)X(j) u omjeru (1 − λ) : λ, pri cˇemu je λ realan broj, sˇto kratko
mozˇemo pisati
X(k) = (1− λ)X(i) + λX(j),
tj. preciznije, −−→rX(k) = (1− λ)−−→rX(i) + λ−−→rX(j).
Teorem 4.1.1. Baricentricˇke koordinate tocˇke X(k), uk : vk : wk, dane su sa:
uk = (1− λ) ui
ui + vi + wi
+ λ
uj
uj + vj + wj
,
vk = (1− λ) vi
ui + vi + wi
+ λ
vj
uj + vj + wj
,
wk = (1− λ) wi
ui + vi + wi
+ λ
wj
uj + vj + wj
.
Dokaz. Zapisano vektorski, vrijedi:
−−→rX(i) = ui
−→rA + vi−→rB + wi−→rC
ui + vi + wi
,
28
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−−→rX(j) = uj
−→rA + vj−→rB + wj−→rC






ui + vi + wi
+ λ
uj





ui + vi + wi
+ λ
vj





ui + vi + wi
+ λ
wj
uj + vj + wj
)−→rC .
Uocˇimo da se koeficijenti uz −→rA, −→rB, −→rC odnose upravo kao uk : vk : wk.
4.2 Josˇ 12 centara iz enciklopedije ETC
U ovom odjeljku odabrat c´emo 12 centara iz enciklopedije ETC koji se mogu jed-
nostavno izraziti pomoc´u klasicˇnih karakteristicˇnih tocˇaka X(1)–X(4), tako da na
njih mozˇemo primijeniti formule za baricentricˇke koordinate iz prethodnog odjeljka.
Izraze za njihove koordinate zapisat c´emo pomoc´u duljina stranica a, b, c u obliku
f(a, b, c) : f(b, c, a) : f(c, a, b),
pri cˇemu je f funkcija iz definicije centra trokuta. Sredivanje kompliciranih simboli-
cˇkih izraza provest c´emo koriˇstenjem racˇunala.
Prisjetimo se da su baricentricˇke koordinate srediˇsta upisane kruzˇnice X(1) dane
sa
a : b : c,
a tezˇiˇsta X(2) sa
1 : 1 : 1.
Takoder smo bili izveli koordinate srediˇsta opisane kruzˇnice X(3) kao
sin 2α : sin 2β : sin 2γ,
a koriˇstenjem formule za sinus dvostrukog kuta, sinusovim i kosinusovim poucˇkom te
racˇunom




2 + c2 − a2
2bc
=
a2(b2 + c2 − a2)
2abcR
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mozˇemo ih transformirati u
a2(b2 + c2 − a2) : b2(c2 + a2 − b2) : c2(a2 + b2 − c2).
Isto tako, izvedene koordinate ortocentra X(4),












R(b2 + c2 − a2)
transformirati u
1
b2 + c2 − a2 :
1
c2 + a2 − b2 :
1
a2 + b2 − c2 .
U programskom paketu Mathematica [1] izvodimo sljedec´i programski kod, koji
implementira formulu iz prethodnog odjeljka. Liste x1, x2, x3, x4 sadrzˇe baricentricˇke
koordinate cˇetiriju klasicˇnih tocˇaka. Funkcija koordinate na ulazu prima baricen-
tricˇke koordinate xi, xj tocˇaka X(i), X(j) i parametar λ (tj. lambda). Racˇunaju se
baricentricˇke koordinate tocˇke X(k) formalno definirane kao (1 − λ)X(i) + λX(j).
One su potom svedene na zajednicˇki nazivnik funkcijom Together te pomnozˇene
s tim zajednicˇkim nazivnikom. Na kraju je koriˇstena naredba Simplify za poje-
dnostavljivanje izraza. Funkcija koordinate izbacuje prvu baricentricˇku koordinatu
u = f(a, b, c) tocˇke X(k).
x1 = {a, b, c};
x2 = {1, 1, 1};
x3 = {a^2(b^2+c^2-a^2), b^2(c^2+a^2-b^2), c^2(a^2+b^2-c^2)};
x4 = {(b^2+c^2-a^2)^(-1), (c^2+a^2-b^2)^(-1), (a^2+b^2-c^2)^(-1)};
koordinate[xi_, xj_, lambda_] := (





Slijede izrazi za baricentricˇke koordinate koje program daje za 12 pogodno oda-
branih centara iz enciklopedije ETC.
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X(20) = De Longchampsova tocˇka = centralno simetricˇna
slika ortocentra obzirom na srediˇste opisane kruzˇnice
Formalni zapis: 2X(3) + (−1)X(4) = X(20).
Program se poziva sa: koordinate[x3, x4, -1].
Baricentricˇke koordinate su: u : v : w = f(a, b, c) : f(b, c, a) : f(c, a, b), pri cˇemu je
f(a, b, c) := 3a4 − (b2 − c2)2 − 2a2 (b2 + c2) .
X(40) = Bevanova tocˇka = centralno simetricˇna slika srediˇsta
upisane kruzˇnice obzirom na srediˇste opisane kruzˇnice
Formalni zapis: (−1)X(1) + 2X(3) = X(40).
Program se poziva sa: koordinate[x1, x3, 2].
Baricentricˇke koordinate su: u : v : w = f(a, b, c) : f(b, c, a) : f(c, a, b), pri cˇemu je
f(a, b, c) := a
(
a3 + a2(b+ c)− (b− c)2(b+ c)− a(b+ c)2) .
X(376) = centralno simetricˇna slika tezˇiˇsta obzirom na
srediˇste opisane kruzˇnice = centralno simetricˇna slika
ortocentra obzirom na tezˇiˇste
Formalni zapis: (−1)X(2) + 2X(3) = 2X(2) + (−1)X(4) = X(376).
Program se poziva sa: koordinate[x2, x3, 2].
Baricentricˇke koordinate su: u : v : w = f(a, b, c) : f(b, c, a) : f(c, a, b), pri cˇemu je
f(a, b, c) := 5a4 − (b2 − c2)2 − 4a2 (b2 + c2) .






Program se poziva sa: koordinate[x2, x4, 1/2].
Baricentricˇke koordinate su: u : v : w = f(a, b, c) : f(b, c, a) : f(c, a, b), pri cˇemu je
f(a, b, c) := −a4 + 2(b2 − c2)2 − a2(b2 + c2).
X(382) = centralno simetricˇna slika srediˇsta opisane kruzˇnice
obzirom na ortocentar
Formalni zapis: (−1)X(3) + 2X(4) = X(382).
Program se poziva sa: koordinate[x3, x4, 2].
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Baricentricˇke koordinate su: u : v : w = f(a, b, c) : f(b, c, a) : f(c, a, b), pri cˇemu je
f(a, b, c) := −3a4 + 2 (b2 − c2)2 + a2 (b2 + c2) .







Program se poziva sa: koordinate[x2, x3, 1/2].
Baricentricˇke koordinate su: u : v : w = f(a, b, c) : f(b, c, a) : f(c, a, b), pri cˇemu je
f(a, b, c) := 4a4 +
(
b2 − c2)2 − 5a2 (b2 + c2) .







Program se poziva sa: koordinate[x1, x2, 1/2].
Baricentricˇke koordinate su: u : v : w = f(a, b, c) : f(b, c, a) : f(c, a, b), pri cˇemu je
f(a, b, c) := 4a+ b+ c.
X(944) = Hofstadterova trapezoidna tocˇka = centralno
simetricˇna slika ortocentra obzirom na srediˇste upisane
kruzˇnice
Formalni zapis: 2X(1) + (−1)X(4) = X(944).
Program se poziva sa: koordinate[x1, x4, -1].
Baricentricˇke koordinate su: u : v : w = f(a, b, c) : f(b, c, a) : f(c, a, b), pri cˇemu je
f(a, b, c) := 3a4 − 2a2(b− c)2 − 2a3(b+ c) + 2a(b− c)2(b+ c)− (b2 − c2)2 .







Program se poziva sa: koordinate[x1, x4, 1/2].
Baricentricˇke koordinate su: u : v : w = f(a, b, c) : f(b, c, a) : f(c, a, b), pri cˇemu je
f(a, b, c) := −a2(b− c)2 − a3(b+ c) + a(b− c)2(b+ c) + (b2 − c2)2 .
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Program se poziva sa: koordinate[x1, x3, 1/2].
Baricentricˇke koordinate su: u : v : w = f(a, b, c) : f(b, c, a) : f(c, a, b), pri cˇemu je
f(a, b, c) := a
(
2a3 − a2(b+ c) + (b− c)2(b+ c)− 2a (b2 − bc+ c2)) .
X(1482) = centralno simetricˇna slika srediˇsta opisane
kruzˇnice obzirom na srediˇste upisane kruzˇnice
Formalni zapis: 2X(1) + (−1)X(3) = X(1482).
Program se poziva sa: koordinate[x1, x3, -1].
Baricentricˇke koordinate su: u : v : w = f(a, b, c) : f(b, c, a) : f(c, a, b), pri cˇemu je
f(a, b, c) := a
(
a3 − 2a2(b+ c) + 2(b− c)2(b+ c)− a (b2 − 4bc+ c2)) .
X(1699) = tocˇka koja spojnicu srediˇsta upisane kruzˇnice i






Program se poziva sa: koordinate[x1, x4, 2/3].
Baricentricˇke koordinate su: u : v : w = f(a, b, c) : f(b, c, a) : f(c, a, b), pri cˇemu je
f(a, b, c) := −a3 − a(b− c)2 + 2(b− c)2(b+ c).
Posebno mozˇemo primijetiti da su baricentricˇke koordinate svih gornjih 12 cen-
tara trokuta polinomi u varijablama a, b, c. Takve centre zovemo polinomijalni centri
trokuta.
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U ovom su radu izvedene baricentricˇke koordinate 20 centara trokuta koji se nalaze u
enciklopediji ETC [2], krenuvsˇi od klasicˇnih karakteristicˇnih tocˇaka trokuta do nekih
manje poznatih.
Baricentricˇke koordinate odreduju polozˇaj proizvoljne tocˇke u ravnini obzirom na
trokut, a kako bi se one izracˇunale, koriˇsteni su brojni teoremi i poucˇci o trokutu, od
jednostavnijih, kao sˇto su poucˇci o slicˇnosti i sukladnosti trokuta, pa do slozˇenijih i
manje poznatih poput primjerice Van Aubelovog teorema. Takoder, rad sadrzˇi brojne
slike za laksˇe prac´enje dokaza, koje su sve izradene programskim paketom GeoGebra
[4].
Summary
In this thesis, barycentric coordinates of 20 triangle centers from the encyclopedia
ETC [2] are calculated, starting with the classical centers, and ending up with some
less known ones.
Barycentric coordinates determine the position of an arbitrary point in the plane
with respect to the triangle, and in order to calculate them, numerous theorems
and claims about a triangle were used, from the simple ones, like the theorems about
congruence and similarity, to the more complex ones, like Van Aubel’s theorem. More-
over, the thesis contains numerous illustrations intended to aid reading of the proofs,
which were all drawn using the program package GeoGebra [4].
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